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Resumen

Las construcciones con regla y compas, van desde la determinacién de
puntos, rectas o segmentos de recta y circulos o arcos, donde la regla y el compas
son ideales, es decir, la regla no tiene medida y el compas se supone que se cierra
al levantarlo del papel. Los problemas mas famosos propuestos para resolver con
solo regla y compas son los ya muy conocidos: cuadratura de circulos, la duplicacién
del cubo y la trisecciéon de un angulo. El requerimiento de usar sélo la regla y el
compas para realizar estas construcciones, estd asociado a la visiéon que tenia
Platén de que la recta y el circulo eran las tnicas figuras perfectas (Lugo, 2022). Los
griegos pusieron todo su ingenio y esfuerzo en encontrar una solucién a estos tres
problemas anteriores, pero nunca llegaron a ello, aunque todo ese esfuerzo condujo
a otros descubrimientos como: la divisién de un segmento de rectas en cualquier
numero de segmentos de igual medida; trazar paralelas a una recta dada; hallar la
bisectriz de un d&ngulo dado; construccién de un cuadrado de igual area que la de un
poligono cualquiera dado.
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Summary

The constructions with ruler and compass range from the determination
of points, straight lines or line segments and circles or arcs, where the ruler and
compass are ideal, that is, the ruler has no measure and the compass is supposed
to be closed when it is lifted from the paper. The most famous problems proposed
to be solved with only ruler and compass are the well-known ones: squaring of
circles, doubling of the cube and trisection of an angle. The requirement to use only
ruler and compass to perform these constructions is associated with Plato’s view
that the straight line and the circle were the only perfect figures (Lugo, 2022). The
Greeks put all their ingenuity and effort in finding a solution to these three previous
problems, but they never got there, although all that effort led to other discoveries
such as: the division of a straight line segment into any number of segments of equal
measure; drawing parallels to a given straight line; finding the bisector of a given
angle; construction of a square of equal area to that of any given polygon.
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Introduccion

El problema de la construccién siempre ha sido el tema mas estudiado en
geometria. Se puede hacer una amplia variedad de construcciones con solo una regla
y un compas (ideal), por ejemplo: se puede dividir en dos un segmento de linea o un
angulo, se puede dibujar una linea desde un punto perpendicular a una linea dada,
se puede inscribir un hexagono regular en un circulo, etc. En todos estos problemas,
la regla se usa simplemente como una regla, una herramienta para dibujar lineas
rectas, no para medir o marcar distancias. La restriccién tradicional sobre la regla y
el compas se remontan a la antigliedad, aunque los propios griegos no dudaron en
utilizar otras herramientas.

Uno de los problemas de construccion cldsicos mas famosos es el llamado
problema de contacto de Apolonio (hacia el afio 200 a.C.), en el que se dan tres
circulos arbitrarios en el plano y se requiere un cuarto circulo tangente a estos tres
circulos dados. En particular, uno o mas circulos dados pueden ser degenerados, es
decir, un punto o unarecta (un circulo con radio cero o infinito, respectivamente). Por
ejemplo, se podria requerir querer construir una circunferencia que sea tangente a
dos rectas dadas y que pase por un punto dado. Si bien estos casos especiales son
faciles de resolver, el problema general es mucho mas dificil.

De todos los problemas de construccion con regla y compas, el hacer un
poligono regular de n lados es quizas el que mas interés tiene. Para ciertos valores
de n, por ejemplo, paran= 3,4,5,6, 1a solucién se conoce desde la antigiiedad, y forma
una parte importante de la geometria escolar. Pero para el heptdgono regular n=7 la
construccion se ha demostrado imposible.

Los griegos pusieron todo su ingenio y esfuerzo en encontrar una estructura
dereglay compas que solucionaralos tres problemas anteriores, pero nuncallegaron
a ello, aunque en estos casos suelen producirse otros descubrimientos. Por ejemplo,
Arquimedes aproximé m con un error de menos de 102 un logro notable para los
recursos disponibles en ese momento.

Durante casi el siglo XX, matemadticos y aficionados han intentado sin éxito
resolver el cuadrado de un circulo, la trisecciéon de un angulo y la multiplicacién
de un cubo. Recién en el siglo XIX aparecieron herramientas algebraicas que
podian probar la imposibilidad de tal estructura. De hecho, en 1837, el excéntrico
y ahora poco conocido matematico francés Pierre Wantzel (1814-1848) demostrd
algebraicamente la imposibilidad de construir un con regla y compas de medida /9
a partir angulo a partir de /3.

Las técnicas utilizadas para probar laimposibilidad de algunas construcciones
geométricas incluyen su formulacién en términos de geometria analitica y el uso de
la teoria de extensiones de cuerpo.

Comenzaremos por formalizar la idea de una construcciéon de compas y
regla. Supongamos que se da un subconjunto M de puntos en el plano cartesiano.
Consideremos los siguientes tipos de trazados permitidos en el plano, partiendo de
los puntos de M:
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Trazar una linea a través de los dos puntos de M.

Trazar una circunferencia con centro en un punto de M y radio igual a la
distancia entre un par de puntos de M.

Definicion 1. Un punto P del plano es construible en un paso a partir de M si P
es la interseccién de cualesquiera dos de las rectas o circunferencias trazadas como
en 1y 2. Un punto P€ R2 es construible a partir de M si existe una sucesion finita
P P,..P,=P de puntos en R2 tal que para cada i € {1,2,....n}, el punto Pi es construible

en un paso a partir del conjunto MU{P ,P,...P_}.

Ejemplo 1. llustremos la idea anterior, a través de la construccién con regla
y compas del punto medio de un segmento P,P,, donde P,P,ER? son puntos dados.

Py
Solucion: Sea M={P P, }

Paso 1: Trazar la recta que pasa por los puntos P,y P,.

Paso 2: Trazar la circunferencia con centro en P, y radio el segmento P,P,.
Paso 3: Trazar la circunferencia con centro en P,y radio el segmento P,P,.

Paso 4: SiA A, son los puntos de interseccién de las circunferencias trazadas
en los pasos 2y 3, se traza ahora la recta que pasa por 4,y A,. Sea A, el punto de
interseccion de la rectas trazadas en los pasos 1y 4.

La existencia de la sucesion A,4,A, nos permite afirmar que el punto 4, es
construible a partir de M, pues A ,A,son construibles en un paso a partirde My A, es
construible en un paso a partir de MU{A ,A,}

Figura 1. Construccion del ejemplo 1 con GeoGebra
Objetivo

Este taller tiene como objetivo primordial el de ser una guia orientativa
para facilitar la elaboracidon de construcciones de objetos matematicos derivados
de la geometria. Su contenido puede ser util tanto a estudiantes, docentes, como
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a aficionados de la geometria. No pretende ser extensivo sino mas bien proveer
una introducciéon practica en el uso del software GeoGebra para la construcciéon de
objetos matematicos geométricos que se realizan en el aula de clase con el uso de la
regla y el compas.

Construcciones basicas de objetos matematicos de la geometria

A continuacidn, presentaremos una serie de construcciones usando GeoGebra,
de algunos objetos geométricos, y al final dos actividades que deben realizar donde
se utilizan las construcciones previas.

Mediatriz (y el punto medio) de un segmento
Para la realizacion de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:
Se traza un segmento AB.

Se traza una circunferencia con centro en A cuyo radio sea la longitud del
segmento AB,

Se traza una circunferencia con centro en B cuyo radio sea la longitud del
segmento AB,

Se traza una recta que pasa por los puntos de interseccion de las
circunferencias anteriores. Dicha recta es la mediatriz del segmento AB y el punto
medio de dicho segmento es el punto de interseccion del segmento con la mediatriz,
al que llamaremos C.

DR CIEIPINEIE

@ A=(10.3 e ’

@ B-=-013)

@ fiReu(rB)
—~y=-3

@ ¢ Circunferencia(A, B)
— (x+ 107 + (y + 3)* = 121

@ ¢ Ciraunferencia(B, A) H c b
— (x-12+ (y+3)2=121
Interseca(c, d)

. — C=(-45,6.53) f A E B

e -
D = (-45, -12553)

) g : Recta(C,D)
— x=-45

E = Interseca(g, f)
— (45,3)

Figura 2. Construccidn de la mediatriz de un segmento.
Bisectriz de un angulo

Para la realizacion de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:

Construir un angulo cualquiera ABC,
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Se traza una circunferencia de centro en el vértice B y que la longitud de su
radio sea mas pequefia que la longitud de los segmentos AB y BC,

Se trazan dos circunferencias cuyos centros estén en los puntos de corte de la
circunferencia construida en el paso anterior con los rayos del angulo, dichos puntos
se denominan D y E. Las longitudes de los radios de dichas circunferencias seran
mas pequefios que los segmentos BD y BE respectivamente,

Se traza la semirrecta que va desde el punto B hasta el punto de interseccién
de las circunferencias trazadas, dicha semirrecta es la bisectriz del angulo.

Bl s> 00 4N 2

@ A=(138612) W
@ B=(44%)
@ C-(151263)
@ fiSemimeaa®A)

— 5.56x + 1044y = -64.12
@ &iSeminecta(8,C)

— 198+ 117y = 4377
@  © Ciraunferencia(®,5)

— (x-342) + (y + 432 =25
@  mesecalon)

— D= (7.83,-197)
@ Imersecalcs)

— E=(835,-5.15)
@ ¢ Ciranferencia(0,8)

— (x-7.83)" + (y + 197y = 25
@  © Ciraunferencia(E,8)

— (x-835) + (y + 5152 =25
® Interseca(d, e)

— F=(342,-43)
o -

G = (1276, -28)

Figura 3. Construccion de la Bisectriz de un dngulo.

Centro de una circunferencia

Para la realizacion de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:
Se trazan tres puntos 4, By C diferentes no alineados,

Se traza una circunferencia cualquiera que pase por esos tres puntos,

Se trazan dos circunferencias con centro en A y B respectivamente cuyo radio
sea la medida del segmento AB,

Se traza una recta que pase por los puntos de interseccion de las dos ultimas
circunferencias trazadas,

Se trazan dos circunferencias adicionales con centros en By Crespectivamente
cuyos radios sean la medida del segmentoBC,

Se traza una recta que pase por los puntos de interseccion de las ultimas dos
circunferencias construidas,

Se traza el punto de interseccion de las rectas trazadas en los pasos 4y 6. A
dicho punto lo denominamos Dy es el centro de la circunferencia buscada.
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DN O IPANEIE
@ C=058.-32) N

(A.B,C)
- (- + (v + 148 = 36.06

@ ¢ Cirunferencia(AB)

— (x-432)" + (y- 006) = 222

@ ¢ Craunferencia(,A)

= (x- 912 + (y - 444)" = 4222

5 - S

@ i Ciranferenca(®,C) H . <
— (- 9.12)" + (y- 4.44)" = 10472 ) 5

@ & Cromforencs(C.5)

— (x-1586)" + y + 326)" = 10472

@ Imersecaldie)

— D= (293,641)

@ Imereaalsn)

— F= (82, 525)

G = (1916, 6.43)

E=(1051,-191)

@ "iRewldE)

— 831 + 750y = 7204

@ iRen(Fo)

— -1167x + 13.34y = -137.94

© M= iesecalh)

— (1012, -148)

Figura 4. Construccion del Centro de la Circunferencia

Punto simétrico con respecto a otro

Para la realizacion de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:
Se trazan dos puntos A y B cualesquiera y una recta que pase por los mismos,
Se traza una circunferencia con centro en By de radio AB,

Se traza el punto de interseccion de la circunferencia con la recta AB. Dicho

punto denominado C es el simétrico de A con respecto a B.

150

BlAlAAL OO &N 2 @

@ A=(202-02) BN
@  B=(1604-020)
@ fiReurB)

— 0,02 + 14.02y = 369

@ i Cranferencia(A,B) H
— (x-202)" + (y + 0.26)* = 196.56

O Intersecale) H D A B
— C=(16.04,-024) E

o -
D = (-12,-028)

+ | Entrada

Figura 5. Construccion del Punto Simétrico



Perpendicular por un punto
Para la realizacion de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:

Se trazan dos puntos A y B, una recta que pase por ellos y un punto exterior a
la recta denominado P,

Se trazan dos circunferencias, una de centro 4 y radio AC, y otra de centro B
y radio BC,

Se trazan los puntos de interseccidn de las circunferencias y la recta que pasa
por dichos puntos. Esta recta es la perpendicular por un punto.

(DSBS o IPANIE Y
@ A=(2-54) BN o
B = (1687, -5.39)

F: Recta(A, B)
— 005+ 1467y = 7993
€= (1076, 118)

e @ o o

< Circunferencia(A, C) H ]

o

— D= (1076, 1.18)

E = (108, -1201)

@ iRen(CE)
— 1319x+ 004y = 14194

+  Entada

Figura 6. Construccion de recta perpendicular a un punto

Paralela a una recta por un punto dado
Para la realizacion de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:

Se traza una recta que pase por los puntos A y B, y un punto exterior a la
misma denominado C,

Se construye una circunferencia cuyo centro sea el punto Cy corte la recta en
los puntos a los que llamaremos Dy E,

Se trazan dos circunferencias, una de centro A y otra de centro B. Ambas
circunferencias deben pasar por el punto C,

Se traza el punto F el cual interseca las circunferencias construidas en el paso
anterior y se traza una recta que pase por los puntos F'y E. Esta recta corta una de
las circunferencias en el punto G,

Se traza la recta que pasa por los puntos Cy G, la cual es paralela a la recta
original.
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Ko iproosN=+
@ c=(20) N
@ fiReu(rB)
—y-6
¢ Circunferencia(C, )
— - 12f ry =9
Interseca(c, f)

— D= (639,-6)

E = (1561, -6)
d: Circunferencia(D, C) H - . . ,
— (B30 4 [y + 6 =49 0 —+ S

e CircunferencialE, C)
— (- 1561+ (y + 6)* = 49
Interseca(d,¢)

—F=(12.0)

6=(12.12)
&:Recta(G,E)

— 6x+ 361y = 11527
Interseca(e, g)
—H=(12,-12)

= H *.
1= (1921, 0)

h: Recta(C, 1)

—y=0

® @ O e e O e

Figura 7. Construccion de recta paralela a un punto
Tangente a una circunferencia desde un punto exterior

Para la realizaciéon de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:

Se construye una circunferencia de centro 4, y se marca un punto exterior a
esta denominado B,

Se traza el segmento ABy se construye la mediatriz de dicho segmento,

Se marca el punto de interseccién C y se construye una circunferencia de
centro Cy radio BC que corte la circunferencia dadaen Dy E,

Se trazan las rectas que pasan por los puntos By D; y por los puntos By E, las
cuales son tangentes a la circunferencia dada y perpendiculares a los radios AD yAE.

kA~ 004 N =
@ s-@asw EN Y
f = Segmento(A, B)
. — 1991 b e

d: Circunferencia(A, B) i .
® — (x- 42"+ (y + 0.1)" = 3966

@  ©Ciranferenca(8, )
— (x- 2341 + (y- 5.16)' = 3966

Interseca(e, d) H “h
° S h
— C= (1836, -1411)

D - (025, 19.16)

Recta(D, C)
® ¢
— 320+ 91y = 46229

a(EB)
259 = 9015

@ meeato
— F=(45,514)

6= (443,59)
@ Seminect(®,6)
— 07x- 1897y = 11515
Semirrecta(B. F)
PRE
— 103 15.96y = 15678

Figura 8. Construccion de tangentes a una circunferencia
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Hexagono regular a partir del lado
Para la realizacion de esta construccién se deben seguir los siguientes pasos:
Se traza un segmento AB,

Se trazan dos circunferencias (de radioAB) concéntricas en los puntos Ay B
respectivamente y se marca uno de sus puntos de interseccién, denominado C,

Se construye una circunferencia concéntrica en C (de radio AC 6 BC) y se
marcan sus puntos de interseccion restantes con las circunferencias construidas en
el paso anterior. Dichos puntos se denominan Dy E,

Se construyen dos circunferencias concéntricas en D (de radio CD) y E (de
radio CE). Se marcan sus puntos de interseccion con la circunferencia construida en
el paso anterior. Dichos puntos se denominan Fy G,

Se construye el hexagono regular uniendo los segmentos AE, EE, EG, GD, DB Y BA

BlAs 004N =
MR
PRp——

~6-612 -
=14

PYK

e

@ ol !
—~1=@12)
® - :
1=(.92)

@ P = Polgonc
— s

@ b= Swmenolitr.
—

@ = Seemenoliiy
e

Figura 9. Construccién de hexdgono a partir de un lado.
Hexagono regular a partir del radio
Para la realizaciéon de esta construccion se deben seguir los siguientes pasos:

Se trazan dos puntos A y By se construyendo dos circunferencias (ambas de
radio AB con centros en A y B respectivamente,

Se marcan los puntos de interseccion de las circunferencias construidas en el
punto anteriores. Dichos puntos se denominan Cy D respectivamente,

Se construye una circunferencia con centro en Cy radio AC y se marca su punto
de interseccién con la circunferencia concéntrica en A. Dicho punto se denomina E,
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Se construye una circunferencia con centro en E y radio AE) y se marca
su punto de interseccién con la circunferencia con centro en A. Dicho punto se
denomina F,

Se construye una circunferencia con centro en F y radio AF y se marca su
punto de intersecciéon con la circunferencia de centro en A. Dicho punto se denomina
Gl

Se trazan los segmentos DB, BC,CE,EEFG Y GD y de esa forma se construye el
hexagono regular.

o) i ]
— 1= (876.65)

1= (852,5)

L ]

nterseca(h,o)
— K= (154,-636)
L= (1516,510)

poll = Poligono(F. L, K36,
— s

[ ]

a = SegmentolA, Fpolt)
— 66t
b = Segmento(E, A,poll) {
— 66t

e o o

fim

[ ]

— 66t

= Segmer
° x
— 66t

1= Sexmenta(L.H,pall)
° exmentalL.H, poll)
— 66

Figura 10. Construccion de hexdgono a partir del radio. Fuente: Elaboracién propia.
Actividad

Construir usando las anteriores construcciones los siguientes objetos
matematicos:

Triangulo equilatero,

Cuadrado,

Pentdgono regular a partir de un lado,

Pentagono regular inscrito en una circunferencia.
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